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Olika brancher av spelteori

Evolutionar spelteori
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Olika brancher av spelteori

Bayesiansk spelteori

Sheriff's action

Type = "Civilian"
Shoot | Not

Shoot | -3,-1 | -1,-2

Suspect's action
Not | -2, -1 0,0

Sheriff's action

Type = "Criminal"
Shoot  Not
Shoot| 0,0 2,-2

Suspect's action
Not -2, -1 -1,1



Olika brancher av spelteori

Kombinatorisk spelteori
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Plocka bonor

Spelarna turas om att plocka 1,2, eller 3 bonor fran hogen. Spelaren som tar den sista bénan vinner.
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Vad &r en vinnande strategi?
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Plocka bonor

Spelarna turas om att plocka 1,2, eller 3 bonor fran hogen. Spelaren som tar den sista bénan vinner.

Vad &r en vinnande strategi? Den férsta spelaren vinner genom att alltid lamna en multipel av 4 bénor



Gron Hackenbush

Spelarna turas om att hugga av grenar. Sant som inte ar kopplat till marken faller bort. Den som klipper
sista grenen vinner.

Kan du hitta en vinnande strategi?
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Blarod Hackenbush

| den har versionen kan spelare 1 bara klippa bl& grenar och spelare 2 kan bara klippa réda.



Summa 15

1/1213/[4/5][6/[7][8][9]

Spelarna turas om att plocka brikor med talen 1 — 9. Férsta spelaren som samlat ihop tre siffror vars
summa ar 15 vinner.



Summa 15

1/1213/[4/5][6/[7][8][9]

Spelarna turas om att plocka brikor med talen 1 — 9. Férsta spelaren som samlat ihop tre siffror vars
summa ar 15 vinner.

Om férsta spelaren plockar 5 och réd sedan plockar 7, vad ar en vinnande strategi for spelare 17



Northcotts spel

Markorerna kan flyttas ett antal steg vagratt sa lange man inte passerar en annan markor. En spelare
kan enbart flytta markorer av sin egen farg.

Bla borjar, kan du hitta det vinnande draget?




Hex

BIla forsoker koppla ihop vanster sida med hoger, och rod forsoker koppla ihop toppen med botten.

10



Hex

BIla forsoker koppla ihop vanster sida med hoger, och rod forsoker koppla ihop toppen med botten.

Finns det alltid en vinnare?

10



Col

Bl& och roéd turas om att farga en karta. Angransande omraden far inte ha samma farg.

P o0

Den som inte kan gdra ett giltiet drag forlorar.
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Col

Bla och rod turas om att farga en karta. Angransande omréaden far inte ha samma farg.

Den som inte kan gdra ett giltiet drag forlorar.
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Col

Bla och rod turas om att farga en karta. Angransande omréaden far inte ha samma farg.

Den som inte kan gdra ett giltiet drag forlorar.
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Domineering

B3 spelar dominobrickor vagratt, réd spelar lodratt.

BIa borjar, den som inte kan gora ett drag forlorar. Hur bér man spela?
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Domineering

B3 spelar dominobrickor vagratt, réd spelar lodratt.

Bl3 bérjar, den som inte kan goéra ett drag férlorar. Hur bér man spela? Bl3 spelaren vinner. -



Nim

Spelarna turas om att plocka bonor, man far ta hur ménga bénor man vill, men bara ur en av hoégarna.




Nim

Spelarna turas om att plocka bonor, man far ta hur ménga bénor man vill, men bara ur en av hoégarna.
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Nim

Spelarna turas om att plocka bonor, man far ta hur ménga bénor man vill, men bara ur en av hogarna.

Harifran vinner den andra spelaren genom att spegla motstandarens drag.



Samma eller olika spel?

Aven om tva spel kan se olika ut kan de vara "samma spel” fran ett matematiskt perspektiv.
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Samma eller olika spel?

Aven om tva spel kan se olika ut kan de vara "samma spel” fran ett matematiskt perspektiv.

Exempelvis ar Nim bara ett specialfall av gron Hackenbush med tre stjalkar:



Samma eller olika spel?

Aven om tva spel kan se olika ut kan de vara "samma spel” fran ett matematiskt perspektiv.

Exempelvis ar Nim bara ett specialfall av gron Hackenbush med tre stjalkar:

o1

—

Och summa 15 ar bara tre i rad.
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Kombinatoriska spel

Kombinatoriska spel

Tva spelare (Bl&, Rod)

Spelarna har full information om spelet

En av spelarna vinner alltid

Varje position har andligt mdnga mojliga drag
Spelarna turas om att géra drag, bla boérjar

Den forsta spelaren som inte kan gora ett giltigt drag forlorar

@ Spelet kan inte halla pa for evigt, varje spel slutar
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Kombinatoriska spel

Tva spelare (Bl&, Rod)
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Spelarna turas om att géra drag, bla boérjar

Den forsta spelaren som inte kan gora ett giltigt drag forlorar

@ Spelet kan inte halla pa for evigt, varje spel slutar

Man behover inte skilja pad "spel” och "position”, varje position kan ses som startposition for ett nytt
spel.
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Kombinatoriska spel

Kombinatoriska spel

Tva spelare (Bl&, Rod)

Spelarna har full information om spelet

En av spelarna vinner alltid

Varje position har andligt mdnga mojliga drag
Spelarna turas om att géra drag, bla boérjar

Den forsta spelaren som inte kan gora ett giltigt drag forlorar

@ Spelet kan inte halla pa for evigt, varje spel slutar

Man behover inte skilja pad "spel” och "position”, varje position kan ses som startposition for ett nytt
spel. Hackenbush, Hex, Nim, Col, och Domineering uppfyller definitionen. Spel som tre-i-rad eller
schack kan modifieras lite s3 att de ocksd uppfyller definitionen.
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Strategi

Definition

En strategi for bla ar en fullstindig beskrivning av exakt vilket drag man ska spela i varje spelposition.

J
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Strategi

Definition

En strategi for bla ar en fullstindig beskrivning av exakt vilket drag man ska spela i varje spelposition.

J
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Strategi for Tre-i-rad
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Strategi for Tre-i-rad
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Vinnande strategier

Kombinatoriska spel

En vinnande strategi for bl3 spelaren &r en strategi som alltid leder till att bla vinner.

18



Vinnande strategier

Kombinatoriska spel

En vinnande strategi for bld spelaren ar en strategi som alltid leder till att bld vinner.

Typer av spel

For kombinatoriska spel finns bara tvd méjligheter: antingen har bld en vinnande strategi, eller sa har
bla en vinnande strategi.
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Kombinatoriska spel
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Vinnande strategier

Kombinatoriska spel

En vinnande strategi for bld spelaren ar en strategi som alltid leder till att bld vinner.

Typer av spel

For kombinatoriska spel finns bara tvd méjligheter: antingen har bl3 en vinnande strategi, eller sa har
bld en vinnande strategi. | spel som kan bli oavgjorda finns ocksd mojligheten att bada spelarna kan na
oavgjort med optimalt spel.

Schack tillhér en av dessa kategorier, antingen sa har vit en vinnande strategi, eller s& har svart det,
eller s& blir det remi vid optimalt spel. Igen vet vilket av detta som géller, de flesta tror pa det tredje.
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Del 1l

Strategi i Nim



Nim-exempel

Nim kan spelas med olika startpositioner. Vilket drag ar bast i positionen nedan?
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Nim-exempel

Nim kan spelas med olika startpositioner. Vilket drag ar bast i positionen nedan?

Nu lamnar varje drag tva hogar av olika storlek, eller tre hégar varav tvd har samma storlek.
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Nim-Summor

For att ta reda p& om en position &r vinnande eller férlorande (fér aktuell spelare) kan man berakna
hoégarnas Nim-summa. Detta kan géras enligt foljande:
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Nim-summan av tva hégar - Algoritm

o Uttryck antal bénor i var hég som en summa av {1,2,4,8,...} (alltsd binart).
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Nim-Summor

For att ta reda p& om en position &r vinnande eller férlorande (fér aktuell spelare) kan man berakna
hoégarnas Nim-summa. Detta kan géras enligt foljande:

Nim-summan av tva hégar - Algoritm

o Uttryck antal bonor i var hdg som en summa av {1,2,4,8,...} (alltsd binart).

@ Om det i de olika hogarna finns tvd hégar av samma storlek tar de hégarna ut varandra, kancellera
dem parvis.
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Nim-Summor
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Nim-Summor

For att ta reda p& om en position &r vinnande eller férlorande (fér aktuell spelare) kan man berakna
hoégarnas Nim-summa. Detta kan géras enligt foljande:

Nim-summan av tva hégar - Algoritm

o Uttryck antal bonor i var hdg som en summa av {1,2,4,8,...} (alltsd binart).

@ Om det i de olika hogarna finns tvd hégar av samma storlek tar de hégarna ut varandra, kancellera
dem parvis.

@ Ta summan av de kvarvarande hoégarna. Resultatet kallas Nim-summan av hégarna, notation &.

Om Nim-summan av en position ar 0 ar positionen forlorande, annars ar den vinnande. Otherwise it's a
winning position.

21



Exempel

Betrakta féregdende Nim-position med hégstorlekar (3,2,5).
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Exempel

Betrakta féregdende Nim-position med hégstorlekar (3,2,5).
Vi har

30205=(14+2)aQ)®(1+4)=4

sa detta ar en vinnande position.
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Exempel

Betrakta féregdende Nim-position med hégstorlekar (3,2,5).
Vi har

30205=(14+2)aQ)®(1+4)=4

sd detta ar en vinnande position. Genom att ta bort 4 bénor fran sista hogen lamnar vi nasta spelare
med en position ars Nim-summa ar

3261=(1+2)a(2)a (1) =0,

en forlorande position.

22



Ett andra exempel

Ett problem

Betrakta Nim-positionen med hogstorlekar (20,19, 13).
Ar det en vinnande position? Vilket drag ar bast?
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Ett andra exempel

Ett problem

Betrakta Nim-positionen med hogstorlekar (20,19, 13).
Ar det en vinnande position? Vilket drag ar bast?

Nim-summan ar
20019013 =(16+4)®(16+2+1)®(8+4+1)=8+2=10

Sa positionen ar vinnande, men manga drag ar moéjliga. Hur hittar vi ett vinnande drag?
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Att hitta ett vinnande drag

Algoritm
o Lat T vara Nim-summan av alla hégar. Vi hittar en hogstorlek S som uppfyller T & S < S.
@ Reducera den hogen till storlek T & S

Da blir Nim-summan av spelet 0.

24



Att hitta ett vinnande drag

Algoritm

@ Lat T vara Nim-summan av alla hégar. Vi hittar en hogstorlek S som uppfyller T® S < S.
@ Reducera den hogen till storlek T & S

Da blir Nim-summan av spelet 0.

Varfor fungerar detta? Antag att hogstorlekarna ar (S1,5,,53) och vilat T =5, © S, & S3. Om teex.
T @S, < S, sé gor vi ett drag till positionen (51,5, @ T,S3). Nim-summan av denna position &ar

51@(52@T)@53:(51@52@53)EBT: TeT=0.
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Sprague-Grundys Sats

Sats

Varje opartiskt spel ar equivalent med ett Nim-spel (med en hég).
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Northcotts spel ar bara Nim i en annan skepnad

Vad ar kopplingen mellan spelen? Vilket drag &ar bast for bld nedan?
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Hogstorlekarna ar avstanden mellan réd och bld plupp i varje rad. Nar motstandaren flyttar pluppen
ivag fran din plupp kan du kancellera draget genom att flytta din plupp lika ménga steg mot
motstandaren.
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motstandaren. BI& vinner!




Del Il

Spel som tal
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Notation

Definition
Ett spel G ar en symbol {GL|GR} dar Gt och GF sjalva ir en mangd spel.
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Notation

Definition
Ett spel G ar en symbol {GL|GR} dar Gt och GF sjalva ir en mangd spel.
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Vi tinker p& Gl som mingden spel (eller positioner) som bl3 kan spela till frin G, och GR &r positioner
som rod kan spela till fran G. Symbolen haller inte reda pa vems tur det ar.
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Notation

Definition
Ett spel G ar en symbol {GL|GR} dar Gt och GF sjalva ir en mangd spel. J

Vi tinker p& Gl som mingden spel (eller positioner) som bl3 kan spela till frin G, och GR &r positioner
som rod kan spela till fran G. Symbolen haller inte reda pa vems tur det dr. Exempelvis har vi

& -8 & & )

1 -{im |0m |
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Att generera spel

Vi kan rekursivt generera spel dar vi viljer Gt och G* som tidigare genererade spel.
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Att generera spel

Vi kan rekursivt generera spel dar vi viljer Gt och G* som tidigare genererade spel.
Forst, enligt definitionen:

{|}  &r ett spel.

Vi kallar detta fér nollpositionen och skriver 0 := {|}. Den vars tur det ar forlorar.
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Att generera spel

Vi kan rekursivt generera spel dar vi viljer Gt och G* som tidigare genererade spel.
Forst, enligt definitionen:

{|}  &r ett spel.

Vi kallar detta fér nollpositionen och skriver 0 := {|}. Den vars tur det ar forlorar.

Vi sager att 0 ar i forsta generationen.

29



Den andra generationen

| den andra generationen hittar vi
1:={0J} och —1:={J0}

| spelet 1 har bla spelaren ett 6vertag pa ett drag, och kommer alltid att vinna oavsett vem som bérjar.
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Den andra generationen

| den andra generationen hittar vi
1:={0J} och —1:={J0}
| spelet 1 har bla spelaren ett 6vertag pa ett drag, och kommer alltid att vinna oavsett vem som bérjar.

Vi har ocksa
x = {0]0}

| detta spelet vinner dem som bérjar.
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Tredje generationen

| denna generation hittar vi
2:={1]} och —2:={|-1}

| spelet 2 har bl spelare ett tva-drags-6vertag och vinner darfor alltid.
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Tredje generationen

| denna generation hittar vi
2:={1]} och —2:={|-1}

| spelet 2 har bl spelare ett tva-drags-6vertag och vinner darfor alltid.

Vi har ocksa

T:= {0]x} och = {x|0}
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Tredje generationen

| denna generation hittar vi
2:={1]} och —2:={|-1}

| spelet 2 har bl spelare ett tva-drags-6vertag och vinner darfor alltid.

Vi har ocksa
T:= {0]x} och = {x|0}
och manga fler:
(el D1y (el =1F {xsd =3 {l+} {1} {10}
{roy {11} {1/-1p {-1o} {-11} {-1[-1}
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Den n'te generationen

Har hittar vi
n+1:={n|}

och flera.

och

—n—1:={—-n}
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Oandliga generationer

Enligt var definition ar

ocks3d ett spel.

w:=1{0,1,2,...]}
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Oandliga generationer

Enligt var definition ar
w:=1{0,1,2,...]}

ocks3d ett spel.

Aven om bl3 kan vilja mellan oandligt manga drag tar spelet slut efter detta drag.
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...och sa vidare

Vi kan sedan fortsatta att definiera

och sa vidare.

w+1:={wl}
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Summan av spel
Lat G = {G"|GR} och H = {H'|HR} vara tva spel.
Definition

Vi definierar G + H som spelet

G+H={G" 4+ H,G+H"GR+H,G+ HF}
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Summan av spel
Lat G = {G"|GR} och H = {H'|HR} vara tva spel.
Definition

Vi definierar G + H som spelet

G+H={G" 4+ H,G+H"GR+H,G+ HF}

Detta betyder att i varje drag véljer spelaren om den vill gora ett drag fran antingen det forsta eller det
andra spelet.
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Exempel

+
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Exempel
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Fyra typer av spel

Definition
Ett spel G kallas...
@ Positivt om bl3 alltid vinner. Vi skriver G > 0.
@ Negativt om rod alltid vinner. Vi skriver G < 0.
@ Noll Om den som bérjar alltid forlorar. Vi skriver G = 0.

@ Fuzzy Om den som bérjar alltid vinner. Vi skriver G||0.
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Negationen av ett spel

Definition
Om G ér ett spel definierar vi
—-G={-6f-¢G"}

Detta betyder att —G ar samma spel som G fast med spelarnas roller omvanda.
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Negationen av ett spel

Definition
Om G ér ett spel definierar vi

—G ={-GRf| - G}

Detta betyder att —G ar samma spel som G fast med spelarnas roller omvanda.

Vi noterar att G + (—G) slutar p& samma satt som noll-spelet. Den andra spelaren kan kopiera
motstandarens drag i det andra spelet, och kommer darfor alltid att kunna gora det sista giltiga draget.
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Att ordna spel

Definition

Om

G och H ar spel skriver vi
G>Hom G—H>0
G<HomG-H<O0
G=Hom G—H=0
G||H om G — H||0.
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Att ordna spel

Definition
Om G och H ar spel skriver vi
e G>Hom G—H>0
e GKHomG-H<O
e G=Hom G—H=0
e G||H om G — H||0.

Om G = H tanker vi pd G och H som samma spel. Relationen < &r nu en partial ordningsrelation pa
mangden (ekvivalensklasser av) kombinatoriska spel.
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Ekvivalenta spel

2F N\

| detta Hackenbush-spel G har Bl3 ett klart 6vertag, med 9 klippbara grenar mot réds 6 grenar. Darfor
vinner bld vem som &n startar.
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Ekvivalenta spel

2F N\

| detta Hackenbush-spel G har Bl3 ett klart 6vertag, med 9 klippbara grenar mot réds 6 grenar. Darfor
vinner bld vem som &n startar. Detta spel har samma drag-6vertag som

auin

Vilket &r samma som spelet 3 = {2|}. S& vi skriver G = 3 ocksa.
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Aritmetik for ndgra spel

Vi hade * = {0|0} och 1= {0|*} och |= {0|}. Vi har

x+x={x[x} =0

41



Aritmetik for ndgra spel

Vi hade * = {0|0} och 1= {0|*} och |= {0|}. Vi har

x+x={x[x} =0

t41=0
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Aritmetik for ndgra spel

Vi hade * = {0|0} och 1= {0|*} och |= {0|}. Vi har

x+x={x[x} =0

t41=0

{1y =
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Numeriska spel

Definition

Ett spel G = {G%|GR} kallas numeriskt om det inte finns nigra spel R € GR och L € Gt som uppfyller
R<L.
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Numeriska spel

Definition

Ett spel G = {G%|GR} kallas numeriskt om det inte finns nigra spel R € GR och L € Gt som uppfyller
R<L.

Till exempel ar {2|4,3} numeriskt, men % = {0|0} &r inte det.
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Ett resultat om Col

Proposition

Varje Col-position ar ekvivalent med antigen
X

for ndgot numeriskt spel X.

eller

X+ *
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Ett litet Overtag

Vi tittar pd Hackenbushversionan av {0|1}
Vem vinner i féljande position?
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Ett litet Overtag

Vi tittar pd Hackenbushversionan av {0|1}
Vem vinner i féljande position?

Detta visar att den ursprungliga positionen motsvarar precis ett halvt drags évertag flr bla.
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Manga spel-varden

Man kan vidare visa att positionen

ar vard % av ett drag for bl3, o.s.v.
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Manga spel-varden

Man kan vidare visa att positionen

ar vard % av ett drag for bl3, o.s.v.

En Hackenbush-sats

@ Varje numeriskt spel med dndligt ménga positioner kanmodelleras som en blaréd Hackenbush
position.

@ For varje dyadiskt rationellt tal r s finns det en blaréd Hackenbush-position vars varde ar r.
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En Fuzzy-blomma

Vad éar féljande Hackenbush position vard?
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En Fuzzy-blomma

Vad éar féljande Hackenbush position vard?

Klipper man den grona stjalken tar spelet slut s& den som boérjar vinner. Detta spel ar "fuzzy".
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Blommor

Hur mycket ar féljande position vard?
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Blommor

Hur mycket ar féljande position vard?

Den som klipper forsta stjalken forlorar, s bla vinner eftersom det finns fler bld kronblad.
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Aritmetik for ndgra spel

Lat e :={0]1,1,...} och 1= {0|*}. Bada dessa spel ar mindre 4n varje braktal. Vilken &r minst?
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Aritmetik for ndgra spel

Lat e :={0]1,1,...} och 1= {0|*}. Bada dessa spel ar mindre 4n varje braktal. Vilken &r minst?

Vi beraknar
e—t=et+ |= e+ {#|0} = {0+ |, * + €|+ |, e+ 0}
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Aritmetik for ndgra spel

Lat e :={0]1,1,...} och 1= {0|*}. Bada dessa spel ar mindre 4n varje braktal. Vilken &r minst?

Vi beraknar
e—t=et+ |= e+ {#|0} = {0+ |, * + €|+ |, e+ 0}

{*+¢€/F+ 1} >0 eftersom bla alltid vinner.
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Att utvardera ett spel

Hur kan vi berdkna vardet for ett spel som

G ={1,23,3}
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Att utvardera ett spel

Hur kan vi berdkna vardet for ett spel som

G ={1,23,3}

Vi kan ta bort 1 fran vénster och 3 fran hoger, eftersom bada spelar optimalt, s3

G = {23}
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Enkelhetsregeln

Sats

Lat G = {G"|GR} vara ett numeriskt spel. Lat H vara spelet fran tidigast generation sa att
GR < H < G". D& ar
G=H
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Enkelhetsregeln

Sats

Lat G = {G"|GR} vara ett numeriskt spel. Lat H vara spelet fran tidigast generation sa att
GR < H < G". D& ar

G=H

Till exempel, {3|3} = 3.
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Del IV

Surreella tal
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Numeriska spel

Definition

Mangden* numeriska spel kallas for de surreella talen.
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Numeriska spel

Definition

Mangden* numeriska spel kallas for de surreella talen.

@ Man kan addera och multiplicera surreella tal, de bildar en talkropp
@ De surreella talen ar totalt ordnade under spel-relationen <.
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Visualisering




Maximalitetsegenskapen

Maximalitetsegenskapen

Varje reellt tal kan ses som ett surreellt tal. Darfér kan de reella talen baddas in"i de surreella. Faktum
ar att varje totalt ordnat talkropp kan baddas in i de surrella talen, sa de surreella talsystemet ar det
storsta”i denna mening.
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