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Kombinatoriska spel

Ett kombinatoriskt spel ar ett spel for tva spelare som turas om att gora drag. Nar det
inte langre finns nagra giltiga drag tar spelet slut, den forsta spelaren som inte kan go-
ra ett drag forlorar. Kombinatoriska spel far inte heller ha ndgon slump inblandad, och
inte ha ndgon hemlig information - all information om spelets tillstand &r kand for bada
spelarna. Ibland kraver man ocksa att varje spelposition ska ha ett d&ndligt antal mojliga
drag, och att varje spel ska ta slut efter dndligt manga drag.

Typexempel pa kombinatoriska spel dr tre-i-rad, schack, eller Go (férutom att dessa
ocksa kan bli oavgjorda, men om man bestimmer att den andra spelaren vinner nér det
blir oavgjort sa uppfyller de definitionen, se t.ex. “Armageddonschack”).

Ett spel kan visualiseras som ett speltrdd - en riktad graf ddar noderna ar alla mojliga
positioner i spelet, och det finns en kant mellan tvd positioner om det finns ett giltigt
drag mellan dem.

En strategi i ett spel &dr en fullstandig beskrivning av hur man bor vandra i speltradet,
alltsa en regel som sager vilket drag man ska gora fran varje majlig position. En vinnande
strategi dr en strategi som alltid vinner oavsett vad den andra spelaren gor.

I spel sasom schack ar det praktiskt omojligt att hinna en vinnande strategi eftersom
antalet mojliga positioner dr sa stort, men med en dator kan man sdka igenom speltradet
ett par nivaer framat for att hitta ett bra drag. Pa passet ska vi fokusera pa enklare spel
som dr lattare att analysera.

Exempel 1 - Plocka stenar

I spelet "plocka stenar” finns det en hog med 20 stenar. De tva spelarna turas om att
plocka antingen en eller tvd stenar fran hogen. Den som inte kan gora ett giltigt drag
forlorar, sa vinnaren ér alltsd den som tar sista stenen.

Haér finns det en enkel vinnande strategi for den forsta spelaren - borja med att plocka
tva stenar sd att det finns 18 kvar, och gor dérefter motsatsen till vad den andra spelaren
gor, da forsvinner det totalt tre stenar varje runda, och eftersom 18 dr delbart med 3
kommer den forsta spelaren att plocka den sista stenen.

Exempel 2 - Summal5

I det har spelet finns nio brickor med siffrorna 1 — 9 pd. De tva spelarna turas om att
plocka brickor fran hogen. Spelaren som forst samlat ihop tre brickor vars summa ar 15
vinner.

Sdhdr kan en spelomgédng se ut: Spelare A tar bricka 5, spelare B tar bricka 1, och
spelare A tar bricka 6. Nu madste B ta 4 for att inte forlora och spelare A tar da bricka 7.
Nu kommer A att vinna eftersom spelaren har tva hot: att ta bricka 2 och bilda summan
2+6+7=15, eller att ta bricka 3 och bilda 7+5+3=15, B kan inte stoppa bdda hoten.
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Exempel 3 - Hackenbush

I det hér spelet finns ett “trdd” med grona grenar. I ett
drag fd man hugga bort en av grenarna. Alla grenar som
inte ar kopplade till marken faller ocksa bort. Forlorar
gor som vanligt den som inte kan gora ett giltigt drag,
vinnaren dr alltsa den som hugger sista grenen.

Exempel 4 - Domineering

Har turas spelarna om att placera dominobrickor pa ett
schackbréde. Varje bricka tdcker tvd angransande rutor.
Bla spelaren far bara lagga brickor vagratt och den roda
spelaren far bara ldgga brickor lodrétt. Den som inte kan
gora ett drag forlorar.

Exempel 5 - Gronrod Hackenbush

Det hir spelet fungerar precis som Hackenbush férutom
att spelarna kallas bla och rod, och varje spelare far bara
klippa grenar av sin egen farg.



Forberedelseuppgifter

Forbered dig infor passet genom att forsoka l6sa nigra av foljande uppgifter. Man kan idven vara
med pd passet utan att ha gjort uppgifterna

1. Vi modifierar “plocka stenar” spelet ovan sa att man i ett drag istdllet far plocka
1,2,3, eller 4 stenar. Vad ar den vinnande strategin nu, och kommer den forsta eller
andra spelaren att vinna om bada spelar optimalt?

2. I'spelet summal5 borjar A med att ta bricka 5 och B tar bricka 7. Detta dr dock ett
misstag - hitta en vinnande strategi for A utifrdn denna spelposition.

3. Det dr din tur i det grona Hackenbush-spelet ovan. Beskriv en vinnande strategi!

4. Det dr bla spelares tur i Domineering-positionen ovan. Vilket drag ar bast? Vilket
drag dr bast om det vore rod spelares tur? Vem kommer att vinna?

5. Vem vinner i gronrod-hackenbush positionen nedan? Beror svaret pa vems tur det
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Pd passets ska vi se hur man kan rikna pd denna typ av spel med nigot som kallas surreella
tal.



Losningar till Forberedelseuppgifter

Man kan resonera kring uppgifterna pad olika sitt, l6sningarna nedan anvinder den typ av rik-
ning som togs upp under passet.

1. En vinnande strategi &r att alltid spela till ett antal stenar som ar delbart med 5.
Om det ar tjugo stenar fran borjan vinner spelare tva genom att alltid spela 5 — «
stenar ndr motspelaren tar x stenar.

2. Detta spel dr tre-i-rad i en annan skepnad. A kan vinna genom att spela ta bricka 2,
och nér B blockerar med bricka 8 tar B bricka 6 och vinner p.g.a. det dubbla hotet
att ta bricka 1 eller 4.

3. Symmetrisera trddet genom att klippa till den hogra grenen sa att den ser exakt
lika dan ut som den véanstra. Efter detta speglar man motspelarens drag pd den
motsatta grenen.

4. Med spelteori kan man utvérdera var och en av de olika tomma regionerna, da ser
man att bld har ett ganska stort 6vertag, ungefér 4 drags dvertag. Basta draget ar
att spela i mitten av den nedre hogra komponenten. Den komponenten har vardet
{2| — 3} vilket inom spelteori brukar skrivas 2 2, man kan se det som att kompo-
nenten har medelvirdet 2, fast den som spelar forst far en bonus av 2 (vilket kallas
positionens temperatur). Den hogra nedre komponenten har hogst temperatur och
dérfor tjdnar man mest pa att spela dar forst.

5. Det hogra "huset” har vardet 1, eftersom den som borjar forlorar i spelet bestdende
av huset plus en rod pinne. Darfor har hela positionen i uppgiften vardet —3 — 4 +
24+ 1= —1, s& rod vinner oavsett vem som borjar.



