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Grafer

Definition. En graf G = (V, E) bestdr av en mingd noder V och en mingd kanter E mellan
vissa av noderna.

Om exempelvis G = (V, E) ddr V = {a,b, ¢, d} och

E = {ab, ac, ad, cd} sa kan grafen ritas som till hoger. Man kan J—
ocksa rita den pa andra sétt - det &r inte positionen eller namnen a b
pa noderna som ar viktiga utan endast vilka som &r kopplade till /

varandra. Grafer dr anvandbara ndr man har en méngd objekt &

som dr relaterade till varandra, de dyker exempelvis upp i \ c
datandtverk, slakttrad, neurala nitverk, speltrad o.s.v.

Grafteoretiska begrepp

Graden av en nod i en graf &r antalet kanter kopplade till noden. I exemplet ovan har a
grad 3, b har grad 1, medan ¢ och d bada har grad 2. En vandring i en graf dr en f6ljd
noder sammanldnkade med kanter. Exempelvis dr a — ¢ — d — a — b en vandring i grafen
ovan. Langden av vandringen &r antalet steg man tar, fyra i foregdende exempel. En graf
kallas sammanhdngande om man kan vandra mellan alla par av noder. En sluten vand-
ring dr en vandring som borjar och slutar i samma nod. En Eulervidg dr en vandring i en
graf som anvinder varje kant precis en gang. En Hamiltonstig dr en vandring som be-
soker varje nod precis en gang. En sluten Eulervag kallas for en Eulerkrets och en sluten
Hamiltonstig kallas for en Hamiltoncykel.

a — b — ¢ — d — e dr en Hamiltonstig i grafen till vanster,

a___ b medanb—a —c—b—d—e—c—darenEulervdg.
5 @ 3 Som Hamiltoncykel kanmantaa —b—d —e — c —a (hér
\ riaknas det som att man bara besokt a en gang nar man
C bade borjar och slutar dér). Grafen saknar Eulerkretsar.

Varianter pa grafer

I en multigraf tilldter man flera kanter mellan samma nod, och dven kanter fran en nod
till sig sjdlv. I en riktad graf har kanterna en riktning, och vandringar ar bara tillatna i
denna riktning. I en viktad graf har varje kant ett virde, och “kostnaden” for en vand-
ring d&r summan av dessa viktor lings vandringen. Vilken typ av graf man anvédnder
beror pa problemet som man vill modellera.
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Forberedelseuppgifter

Forbered dig infor passet genom att forsoka l6sa nigra av foljande uppgifter. Man kan idven vara
med pd passet utan att ha gjort uppgifterna
Videotips: www.youtube . com/watch?v=PcinNulQq5g&channel=BlueVertex

1.

2. Pa Eulers tid sag staden Konigsberg ut som pa bil-

. Handelsresandeproblemet (eng. The travelling salesman

. Rowan Hamilton publicerade pd 1800-talet ett pussel i

(a) Hitta en graf som har en Eulervdg men som saknar en Hamiltonstig.
(b) Hitta en graf som har en Hamiltonstig men som saknar en Eulervig.

den. Euler frdgade sig om man pé sin sondagspro-
menad kunde ga genom staden pa ett sddant sétt att
man korsar var och en av stadens sju broar exakt en
gang och kommer tillbaka hem Detta ses som grafte

man tar bort Vlllkoret att man ska dtervanda hem, gar
det da att 16sa?

Visa att i en grupp med 6 personer sd finns det alltid antingen tre personer som alla
kdnner varandra eller tre personer dir ingen av dem kdnner varandra.

Man sédger att en graf dr 2-fargbar om man med tva farger kan farga noderna sa att
noder med en kant mellan sig alltid har olika farg. Vilka av de platonska kropparna
ar 2-fargbara? Vilka dr 3-fargbara? (Kropparnas horn dr grafens noder och kanter
ar kanter).

A NN

Tetrahedron Octahedron Cube Dodecahedron Icosahedron

problem) dr ett klassiskt problem. Man ska besoka ett
antal stdder, och antalet timmar det tar (eller kanske
kostnaden) att resa varierar mellan stiderna. Man vill
besoka alla stader till en sa ldg kostnad som mojligt.
Aven for datorer ar detta problem mycket svart for storre
grafer. Hitta en Hamiltonstig av minimal kostnad i
grafen till vanster.

form av en dodekaeder-formad jordglob med stiader i
hornen. Pusslet gick ut pd att besoka alla stider en gang
och atervinda hem genom att resa ldngs kanterna. Los
Hamiltons pussel genom att forst rita dodekaeder-grafen
i planet sa att inga kanter skir varandra.
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2. Eftersom alla noderna har udda gradtal saknas bade Eulervag och Eulerkrets.

3. Rita en graf med 6 noder och kanter mellan alla par av personer. Antag att vi firgat

kanterna bla eller roda beroende pa om personerna kdnner varandra eller ej. Vilj
en person A, frdn denna gdr 5 kanter, sa tre av dessa mdste vara av samma firg,
antag att de dr bla. Om nagon av kanterna mellan de tre personerna som kdnner A
ocksa 4r bla s& har vi en bl triangel och &r klara. A andra sidan, om ingen av de
tre personerna har en bld kant mellan sig sa bildar de sjdlva en rod triangel.

. En triangel &r inte 2-fargbar, sa kroppar som innehéller en triangel -tetraedern,
oktaedern, och ikosaedern é&r inte 2-firgbara. Inte dodekaedern heler - vilj en av
de femhorniga sidorna - ndr man gdr runt den maste man vélja varannan farg, men
eftersom 5 dar udda blir forsta och sista samma farg. Kuben daremot ar 2-firgbar
vilket man ser om man bdrjar farga och anviander varannan fiarg niar man flyttar
sig langs kanterna. Tetraedern &r inte heller trefirgbar eftersom de 4 noderna alla
ar lankade till varandra. Dodekaedern kan trefirgas men inte ikosaedern, detta ar
dock svdrare att visa. Det minsta antalet farger som kravs for att pa detta vis farga
en graf kallas for grafens kromatiska tal.

. Vandringen A — E — B — C' — D — F har langd 13.

. Projicera hornen fran en punkt precis ovanfor dodekaederns topp, dé ser den ut

sahér i planet:
R

\' T

rR~WwW-V-T-S—- N-M-L-K-J-H-X-7Z-B-G-F-D-C—-P—-Q—R
ar en 16sning.




